DENOMBREMENT

RAPPELS
Parties d’un ensemble
Nombre de parties (ou sous-ensembles) d’'un ensemble

E de n éléments: card(P(E)) = 2°

Applications

Nombre d’applications d’'un ensemble ensemble E de

n éléments vers un ensemble ensemble Fde p éléments:
card(Ft) = p"

Permutations

Nombre de permutations de n éléments:
n! =1x2x...x(n-1)xn

Par récurrence: 0/=1 et n!=(n-1)!xn
Arrangements (listes sans répétition)
Nombre d’arrangements de p éléments parmi n éléments :

A, =nx(n-1)x...x(n-p+2)x(n-p+1) = (ﬂnl!’)-'

Combinaisons
Nombre de combinaisons de p éléments dans n éléments :

(n) A
p) p! pl(n-p)!
Propriétés
GG 660
= — +
p) \n-p P p-1 p
Binome de Newton
k=n
n_ n n-kwk — 4n n n-i i n
(a+b) _kz(:)<k>a b“=a +...+<1.>a b'+...+b
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Exercices ordinaires de probabilités

Dérangements

Nombre de dérangements de n éléments (permuta-
tions ou chaque élément change de place) :

k=n n
d(n) —;(—1)"2—; —n!<1—% +%—. — C1) )

n!

Surjections

Nombre d’applications surjectives d’un ensemble de

n éléments sur un ensemble de p éléments:
k=p

S(n,1)=1  S(n,2)=2"-2 Z@S(n,p)—p“

k=1
S(n,p) —g(—l)ﬂ (ﬁ) k"

Formule du crible de Poincaré
Soit (Aj)ic[1, n; une famille finie de parties de E

card U Al = Z (1) Z card (ﬂ Ak)
ic[1,n] i=1 1c[1,n], kel
card(l)=i
card(AUB)=card(A)+ card(B)-card(ANB)
card(AUBUC)=card(A)+card(B)+card(C)-card(AnB)
-card(ANC)-card(BNC)+card(ANBNC)

Formule de Pascal



Dénombrement

Formule de Vandermonde

n< min(a,b).
2+b\ <2 /a\ (b a\ (b
()2 062 6)

Suites strictement croissantes

E=[1,n] et O<p<n. Le nombre de suites strictement

. s . .+~ (n
croissantes de p éléments de E est égal a <P>

Chemins sur un quadrillage

Dans un repere quadrillé, le nombre de chemins di-
rects (en suivant le quadrillage) du point (0,0) au point
(p,q) est égal a <p;q .

Suites croissantes

E=[1,n] et O<p<n. Le nombre de suites croissantes

de p éléments de E est égal 3 " = <n +51) .

Combinaisons avec répétition

Une combinaison avec répétition de p éléments pris
dans un ensemble E de n éléments est la donnée de p
éléments distincts ounonde E. Il yen a:

Fp_<n+p1)
"\ p

Une combinaison avec répétition est aussi une appli-
cation fde E dans [ 0,p] telle que Zf(x):p.

x€E



Exercices ordinaires de probabilités

Propriété

n

r’- (n +5_1 est égal au nombre de listes d’entiers

naturels (xi,xz,...,X,) solutions de I’équation:
X1 +Xz+... +Xp =N

Partitions ordonnées

Une partition ordonnée de type (aj,az,...,ap)d'un en-
semble E de n éléments est une partition (E;, E,,..., Ep)
de E telle que pour tout i, card(E;)=a;.

n!

lyena ————.
arlaz!. . .ap!

Anagrammes

Une anagramme est une suite formée avec toutes les

lettres d’'un méme mot. Avec un mot comportant o;

lettres a;, a, lettres ay,..., o, lettres a,, on peut com-
n!

poser anagrammes.

arlaz!. . .ap!
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Dénombrement

10
Combien d’anagrammes peut-on former avec les lettres
du mot OIGNON ?

Reprendre la question précédente, avec le mot OGNON .

>

11 s’agit de placer six lettres a six places dans le mot. Si toutes les
lettres étaient différentes, le nombre d’anagrammes serait égal
au nombre de permutations de ces six lettres: 6!. Le mot com-
porte deux lettres répétées une fois: O et N. Une anagramme
correspond donc a 2!x2! permutations des lettres: celles qui
sans toucher aux places du G et du I, transposent les O entre
eux ou les N entre eux.

6!
Le nombre d’anagrammes cherché est donc égal a 2171 =180.
Pour OGNON, utilisons une autre méthode : il y a (g) choix pour

placer les deux O, il reste alors G

) choix pour les deux N.

, 5 3\ _ 5130 51
Le nombre d’anagrammes est <2> X (2> = 312121 = 2170 =30

2 0O
Combien d’anagrammes différentes peut-on composer
avec les lettres du mot BALKANISATION ?

>

Le mot comporte 13 lettres, il y a donc 13! permutations de ces
lettres. La lettre A est présente trois fois : pour une disposition
de ces trois A on a 3! permutations.

Les lettres I et N sont présentes deux fois, 3 un mot correspond
donc 3! x 2! x 2! permutations.

Le nombre d’anagrammes est égal a:
13!
312121

1. On notera le réle de la réforme de I'orthographe dans la
simplification des exercices de mathématiques.

=259459200
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Exercices ordinaires de probabilités

30O
Combien d’anagrammes peut-on composer en utilisant
toutes les lettres du mot FILOZOFI?2?

>

Le mot a 8 lettres, il y a choix pour placer les deux I, il reste

¢

<g> choix pour les deux O, il reste (4

2> choix pour les deux F, il

reste deux places pourle L.
Nombre d’anagrammes :

8\ (6 (4 816!4! 8!
(2) x <2> x <2>X2 61242121z < * " zizizi > 040

4 0O
Dans un restaurant de Courseulles-sur-mer, trois
% convives ont a se partager sept douzaines de belons.

Combien y a-t-il de répartitions possibles des huitres,
en les distinguant, sachant que chacun doit en avoir au
moins une ?

>

11y a 3% applications des huitres dans les assiettes, dont 3 qui
mettent toutes les huitres dans une seule assiette. Si on retire
une assiette, une distribution des huitres correspond alors a une
application des 84 huitres dans deux assiettes. Parmi ces ap-
plications, il y en a 2 qui mettent toutes les huitres dans une
seule assiette. 1l y a donc 2%%-2 de ces applications qui mettent
au moins une huitre dans chacune des deux assiettes. On a 3
maniéres de retirer une assiette, par conséquent il y a 3x (284-2)
distributions qui laissent exactement une assiette vide.

11y a 334-3x(284-2)-3=3%4-3x 284 + 3 maniéres de répartir les 84
huitres en ne laissant aucune assiette vide.

Remarque : on retrouve S(84,3)=3%-3x 2% +3.

2. Je suis en avance de quelques réformes.
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Dénombrement

50O
Julie a le choix entre quatre confitures différentes pour
étaler sur une tartine, une biscotte et un toast.

Combien a-t-elle de possibilités, sachant qu’elle peut
éventuellement, en plus de la confiture, les beurrer ?

>

Julie dispose de huit facons de tartiner chaque type de pain:
quatre confitures sans beurre et quatre confitures avec beurre.
On doit donc dénombrer les applications de I’ensemble {tartine,
biscotte, toast} dans un ensemble de huit éléments: le nombre
de possibilités différentes offertes a Julie est donc 8 =512.

6 O
Quatre bridgeurs sont installés. En cours de partie, la
répartition des cartes est la suivante:

AMARD

O D, 10

o2

&AV
AV, S8, 7 A6, 4 2
0o,8 VA, R
OV S A
&2,3 &R, D

#10,5,3

OV, 3

&R

& 10, 9

Combien y a-t-il de maniéres difféerentes de terminer
la partie, sachant que I’on est obligé de « fournir » a la
couleur?

>

Comme chaque joueur a le méme nombre de cartes dans chaque
couleur, il y aura nécessairement deux plis a tréfle, un a carreau,
deux a cceur et trois d pique. Considérons le joueur « Sud ». 11 doit
jouer 8 cartes : il a donc 8! maniéres différentes de les jouer. Pour
un ordre donné des cartes de « Sud », considérons les possibilités
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Exercices ordinaires de probabilités

offertes aux trois autres joueurs : chacun a deux possibilités pour
jouer les tréfles, une pour les carreaux, deux pour les cceurs et 3!
pour les piques. IIs ont ainsi 2° x 23 x 6 =13 824 possibilités de
jouer. Il y a donc 8!x 2°x 23 x 6° =557 383 680 maniéres différentes
de jouer.

O

Une secrétaire dispose d’une pochette de timbres con-
tenant cing timbres a 0,20€ de couleurs différentes,
quatre timbres a 0,10€ différents, deux timbres a 1€,
un rouge et un bleu, et un timbre a 2€. Elle doit af-
franchir une lettre a 2,40€.

Calculer le nombre de combinaisons différentes de tim-
bres-poste permettant d’affranchir la lettre.

>

Tous les timbres sont différents, les combinaisons que I'on peut
faire avec ces timbres sont donc toutes différentes. Etablissons
Ia liste des combinaisons de valeurs dont la somme fait 2,40€ as-
sociées au nombre de combinaisons de timbres correspondantes :

valeurs combinaisons
un a 2€avec deux a 0,20€ G)
un a 2€ avecun a 0,20€ et deux a 0,10€ 5% (g)
un 4 2€ avec quatre a 0,10€ 1
deux a 1€ avec deux a 0,20€ G)
deux a 1€ avecun a 0,20€ et deux a 0,10€ 5x (g)
deux a 1€ avec quatre 4 0,10€ 1
un 4 1€ avec cinqg a 0,20€ et quatre a 0,10€ 2

total 84

Il y a 84 combinaisons différentes.
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